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ABDELMALEK AZIZI, ABDELKADER ZEKHNINI, AND MOHAMMED TAOUS 


Abstract. Let pi = p2 = 5 (mod 8) be prime numbers such that j = ~1- 
Let E = ^/PiP2 ) Our goal is to resolve the equation —£2£pip2^2pip2 = 

0 in E, where Sj are fundamental units of real quadratic subfields of Q('\/ 2 , ^/piP^)- 

Resume. Soient pi et p2 deux nombres premiers tels que pi = p2 = 5 (mod 8) 
et = “ 1 ; posons E = Q(-\/ 2 , ^/PiP2)- Dans ce papier notre but est de 

caracteriser, par les symboles biquadratiques, I’existence de solutions de I’equa- 
tion — £2£pip2£2pip2 = 0 dans E, on les £j sont les unites fondamentales des 
sous-corps quadratiques reels de E. 


1. Introduction 

Soient di, d2 deux entiers naturels differents et sans facteurs carres, K = 
Q.{y/d^-,y/d^)-, (resp. £2, £3) Tunite fondamentale de ki = Q(\/di) (resp. /c2 = 
Q(v^), ks = Q{Vdid2))- On suppose que ei, £2 et 63 sont de norme -1. Nom- 
breux sont les mathematiciens qui ont travaille sur les unites du corps K et ont 
donne le systeme fondamental d’unites (SFU) de K en fonction des trois unites 
£1, £2 et £3, mais le probleme etait de connaitre quand est ce que le produit £i£2£3 
est un carre dans K. En posant 

Ctl = £ i £ 2£3 + £1 + £2 “ £^3 
0.2 = £i£ 2£3 + — £2 ~h £3 

03 = £ i £ 2£3 — £1 + £2 + £3 
04 = £i£ 2£3 — £1 — £2 — £3 
Cj = tracejc/Q(aj), ou j e J = { 1 , 2 , 3 , 4 }. 

T. Kubota dans |Kub- 56 ] a prouve que cj = pour tout j E J, done £i£2£3 

est un carre dans K si et seulement s’il existe un j E J tel que Cj est un carre 
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dans K. Sur ce resultat est base A. Azizi dans [Az-Ob] pour conclure que eiS2£3 
est un carre dans K ssi il existe {i,j) G { 0 , 1 }^ tel que d\d2^racex/Q{ai) est un 
carre dans IN; on trouve la meme chose chez M. Hirabayashi et K. Yoshino dans 
|H-Y- 96 | qui ont conclu que £i£2£3 est un carre dans K ssi tracex/Qiois) est un 
carre dans K ; de meme H. Wada a utilise dans |Wa-66j les trace pour 
trouver dans quel cas £\£2£3 est un carre dans K. Dans ce papier on repond a 
cette question on se basant sur les symboles rationales biquadratiques dans le cas 
di = 2 et d2 = P1P2, oil pi et p2 sont des nombres premiers. 

Soient pi et p2 deux numbers premiers tels que pi = p2 ^ 5 (mod 8), = 

— 1 . Posons IL = Q{V^, ^/p^J^), £2 ( resp. £p^p2, ^2pip2 ) I’unite fondamentale de 
ki = Q(\/2) (resp. k2 = Q(VpI^), ^3 = Q(V2piP2)), alors N{£2) = N{£p^p^) = 
N{£2p^P2) = —1 (voir Lemme[ 2 ]), done d’apres S. Kuroda [Kur- 43 ] un SFU de 
IL = Q(\/ 2 , y/piP2) est {£2, £p^p2, ^^2£pxp2^2pip2} ou bien {£2,£pip2,£:2pip2} suivant 
que I’equation — £2£pip2^2pip2 = 0 admet ou non une solution dans D, dans le 
theoreme [H on a utilise les symboles biquadratiques pour determiner dans quel 
cas I’unite £2£pip2^2pip2 est un carre dans D et nous avons donne une relation entre 
cette reponse et le 2-nombre de classes de Q{^y—plP2)■ 


2 . Le resultat. 

On commence par donner quelques resultats qui nous serous utiles par la suite. 
Soient a un entier naturel sans facteurs carres et Q I’indice d’unites du corps 
Q{y/a,i), alors on a : 

Lemme 1. Si I’une des conditions suivantes est verifiee, alors Q = 1. 

(1) a est congru d 1 modulo 4- 

(2) Il existe un entier impair a' qui divise a tel que a' = 5 (mod 8). 

Preuve. Voir corollaire 3.2 de |A-T- 08 j . 

Lemme 2. Si d = 2pip2 avec pi et p 2 sont deux nombres premiers tels que 
pi=P 2^1 (mod 4 ) et au moins deux des elements {(^), (^); (^)} valent -1, 
alors la norme de I’unite fondamentale de Q{y/2pip2) est egale d -1. 


Preuve. Voir corollaire 3 . 6 . de |A-T- 08 | . 
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Proposition 1. Soient pi et p 2 deux nombres premiers tels que pi = p 2 ^ I 

(mod 4) et f — ) = ( — ) = ( —], posons pi = 7ri7r2 = (ai + 2i6i)(ai — 2ibi) et 

\PlJ \P2j \P2j 

P2 = TT3TT4 = (02 + 2^62)(<32 ” 2z62)- AlorS 01% a : 


( 


P1P2 


\ 2 




ai + 261 J + 262, 

Preuve. Posons = 7ri7r2 = {ai + 2 ibi){ai— 2 ihi) ei P2 = 7r37r4 = (02+ 2z62)(i32— 
2x62), alors par la loi de reciprocite biquadratique on a : 

P2/4VP1/4 V 733/4^1/4 

'Pl\ 


( 7 ri 7 r 3)4 ( 7 r 3 y 4 

V 7 rivr 3 y, 


Pnisqne 2 = z'^(l + if, alors 


-1 

7 ri/4 \t^ 3 J 4, 


r\ = 


i^(l + if 


TTl 

-) 

771/4 


4 

1 + i 

TTl 


PI +P2-2 (l+i 
= l 4 

TTl 


P1+P2-2 

= i 4 


773 

i 

773/4 
1 + i 


4 

l + i 
773 


773 


D’autre part comme ^ 


oi + 26 i / \ 02 + 262 
(mod 2), alors on a ; 




P1+P2-2 P1+P2-2 

8 = i 4 


d’ou 


.771/4 

Et le resultat en decoule. 


= (PiP2\ 

713/4 ^ 2 /4 Vis-i + 26i 


02 + 262 


□ 


Theoreme 1. Soient pi et p2 deux nombres premiers tels que pi = p2 ^ 5 

(mod 8) et ( — ) = — 1 , posons E = Q(\/ 2 , +PiP2)- Alors les assertions suivantes 
\P 2 j 

sont equivalentes : 

(1) e2epip2^2pip2 Tin carre dans E. 
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(3) L’indice d’unites du corps L est egal d g'(IL/(Q) = 2. 

(4) C 2 {Q{y/ —P 1 P 2 )), le 2-groupe de classes de Q{y/ —P 1 P 2 ), est de type (2,4). 

(5) Le 2-nombre de classes de —P 1 P 2 ) est egal a h 2 {—piP 2 ) = 8. 

(6) Le nombre de classes de Q{y/2pip2) capitulant dans Q(\/2, y/PiP 2 ) est 2. 

Preuve. Comme piP 2 = 1 (mod 8), alors il existe un entier pair x et un entier 
impair y tels que = x + y-^piP 2 , done + 1 = y‘^piP 2 , par suite d’apres 
|Kw-80j : 

®) (1) 

± l = -iytpK2T^'i 

d’ou 


X =b i = —iy2'n'2'^A 1 X 


y/e^ = zi^/Wpifs + Z2^/^T^ (UlL) 

ou > 

y/e^ = ZXy/'Kxl^A + Z2yfTp^ ([IP) ^ 

Avec Z 2 est le conjugue de z\ dans 

De meme il existe a et b dans IN tels que 62 ^ 1^2 = a + b\/2jx[j^, done 

a=Fi = (1+ i)6f7ri7r3 

X ± ^ = (1 — l)b2'K2'rTA 

i = iil + i)bl:T:\TT-i, I x =f * = *(1 + Ob^vriTTA 

T. J 1®)™! T. id ®) 

X ± ^ = —^(l — t)b27r27r4 I X ± ^ = — ^j02'^27^■3 

par suite 

y/ 2 e 2 piP 2 = + i)7ri7r3 + ^ 2^(1 “ *) 7 r 2 vr 4 ([ 11 ) ou 

y/2£2p^P2 =Uly/{l+ i)7ri7r4 + U2y/{1 - i)TT 2 TT 3 (IlP)oU 
y/e 2 pip 2 =Uly/{l + i)TTlTT 3 + ^2^/(1 “ i)'^2'^A (lll3)oU 
y/e 2 pip 2 =Uly/{l + i)TTlTT4 + U2a/( 1 “ i)vr27r3 (gll) 

OU U2 et ui sont eonjugues dans Z[i] ou ^Z[i]. Enfin on a : 

y/^ = Vl + i + Vl - i- 


■ =F * = (1 + i)6ivri7r4 

■ zb i = (1 - i)6|7r27r3 


([3^) ou 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


(5) 


En multipliant les egalites (|2ll), (jUl) et dH) ; (|2ll), (|1]3) et ([5]) ; ([2^), (jl^) et (l5|) ; 
(12P), dUl) et ([5]) on trouve que £ 2 epip 2 ^ 2 pip 2 an earre dans E. Done e 2 £pip 2 ^ 2 pip 2 
est un earre dans E si et seulement si x et a prennent Tune des formes suivantes : 
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(P) et iH) ou. (^0^) (|33) ou. 6t (|3^^ ou gX (|3j4^ . 

On applique le symbole des restes quadratiques a ces quatre formes on trouve 
que : 


a\ + 2 h\ J yfl2 + 262 


Et la proposition [T] nous donne 




= - 1 . 


fPlP2\ f 2pi\ / 2p2\ ^ 

V 2 U\p 2 ) i\Pi J 4 

Par contre les autres formes nous donnent que : 

^ PiP2 \ f 2pi\ /2p2\ / TTsX p + A p + 1 

V 2 A V P 2 / 4 V Pi y 4 V^i/ V tti y V tts y 

Ceci etablit I’equivalence entre les assertions (1) et (2). 

L’equivalence entre (1) et (3) est une resultat bien connue. 

Pour les equivalences (2) 44^ (4) et (2) (5) voir [Ka-76] . 

Pour I’equivalence entre (1) et (6) voir |B.S.C-94] . □ 
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